2 SISTEME DE NUMERATIE

2.1 Sisteme de numeratie pozitionale

Toate calculele pe care le facem 1n viata de zi cu zi sunt efectuate in sistemul de
numeratie zecimal, sau in baza 10. Ne-am obisnuit cu acest sistem incd de la nastere, natura
fiind cea care a avut rolul decisiv in aceasta alegere. Ea a stabilit ca rezultat final al evolutiei
un optim de cinci degete la fiecare dintre cele doud maini ale omului. Acest sistem de
numeratie este un sistem pozitional, pentru ca orice numar este reprezentat printr-un sir de
cifre zecimale, adica cifrele de la 0 la 9, fiecare pozitie a cifrei Tn numar avand o anumita
pondere. Valoarea numarului este o suma ponderata a cifrelor din care este format numarul.

Exemplul 2.1
Numarul intreg 1734 se scrie sub forma:
1734=1-10°+7-10> +3-10" +4-10°,
unde 1 este cifra miilor, 7 este cifra sutelor, 3 a zecilor, iar 4 a unitatilor.

In mod asemanator se reprezinta si numerele fractionare. Cifrele de la dreapta virgulei
vor avea ponderi corespunzdtoare, date de exponentii negativi ai puterilor lui 10.

Exemplul 2.2
Numarul 5837,412 se scrie sub forma:
5837,412=5-10>+8-10> +3-10' +7-10° +4-10" +1-10> +2-10"°,
unde 4 este cifra zecimilor, 1 a sutimilor i asa mai departe.

In cazul general, un numar oarecare scris in baza b sub forma:

Xy Xy geeX Xgs X X_p.oX

-m >

unde X, € {0,1,...,[9—1}, are ca valoare suma fiecarei cifre multiplicate cu puterea
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corespunzatoare a bazei:

D= nz_‘l‘x,.-bi

Daca b =2, atunci se obtine reprezentarea binara a numarului. In sistemele numerice
toate numerele se reprezinta in baza 2, deoarece semnalele disponibile au numai doud stri,
care sunt asociate cifrelor binare 0 si 1.

Exemplul 2.3
Valoarea in baza 10 a numarului 1101,001 scris in baza 2 este:

1101,001, =1-2° +1-2° +0-2' +1-2°+0-27' +0-27 +1-27° =13,125,,

Daca virgula lipseste, atunci se presupune cad ea se afla la dreapta cifrei de pondere
minima. Cifra din stanga reprezentdrii binare a unui numar este cifra de pondere maxima, sau
bitul cel mai semnificativ (MSB - Most Significant Bit), iar cifra din dreapta este cifra de
pondere minima, sau bitul cel mai putin semnificativ (LSB - Least Significant Bit).

Exemplul 2.4
Valoarea in baza 10 a numarului intreg 110100111 scris in baza 2 este:

110100111, =1-2%+1-2" +0-2° +1-2° +0-2* +0-2° +1-2* +1-2' +1-2° =423,

Poate ca un neajuns al reprezentarii binare este numarul mare de biti folosit la scrierea
unui numar. Pentru o scriere sub o formd mai compactd se utilizeaza uneori reprezentarea
hexazecimala, sau in baza 16, si mai rar reprezentarea octali, sau in baza 8. Aceste baze
sunt puteri ale lui 2 si orice sir de 3 biti poate fi reprezentat In mod unic printr-o cifra octala
(de la 0 la 7), dupa cum orice sir de 4 biti poate fi reprezentat printr-o cifrd hexazecimala
(cifrele de 1a 0 1a 9 si simbolurile literale de la A la F pentru suplinirea celor 6 cifre care nu au
echivalent zecimal).

Exemplul 2.5
Numarul binar 11101,1011101 se poate scrie sub una din formele:
111011011101, =011 101,101 110 100, = 35,564,
111011011101, =0001 1101,1011 1010, =1D,BA

Am vazut pand acum cad anumite grupdri convenabile de biti si substitutia lor prin
cifrele unuia dintre sistemele de numeratie in baza 8 sau 16 permit conversia binar-octal sau
binar-hexazecimal si invers. Conversia In sistemul de numeratie zecimal se face prin sumarea
ponderatd a cifrelor din care este format numarul. Cum se poate face insa conversia unui
numar din sistemul de numeratie zecimal intr-un alt sistem de numeratie?

Un numar intreg scris in baza b sub forma x,_,x,_,...X; X, are valoarea:
n—1

D= x,-b'=((Ax,, b+x,,)b+..+x,)-b+x)b+x,

i=0
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Observdm acum ca prin impartirea numarului D la baza b se obtine un cat Q si un rest
X, . Catul obtinut are acelasi aspect cu formula initiald. Prin impartirea lui la b se obtine un

nou cat Q’ si restul x;. Cu fiecare noua Tmpartire se obtine cate o cifrd a numdarului cautat.
Procedura se opreste atunci cand catul devine 0. Restul obtinut este cifra cea mai semnificativa
din reprezentarea numarului in baza b, adica x,_, .

Exemplul 2.6

Pentru a afla reprezentarea binard a numarului zecimal 179, procedam astfel:
179:2=89 +1(LSB)

89:2=44+1
44:2=22+0
22:2=11+0
11:2= 5+1
5:2=2+1
2:2=1+0

1:2= 0+1(MSB)
Asezand in ordine cifrele obtinute ca rest, rezulta: 179,, =10110011, .

Cum vom proceda insa dacd numdrul zecimal are si o parte fractionard? Atunci vom
separa partea intreagd de partea fractionara si vom face cele doua conversii separat. Observam
ca partea fractionard a numarului se poate scrie sub forma:

D,=x,b"+x,-b7+..+x, -b™"
Prin multiplicarea cu b a membrilor ecuatiei de mai sus obtinem:
b-D,=x,+x,-b" +..+x_ b
Se poate usor observa cd partea intreagd a expresiei din membrul drept este x_, . Prin scaderea
acestei valori §i o noud multiplicare cu b se obtine coeficientul x_,, ca parte intreagd a
expresiei rezultate Tn membrul drept:
b-(b-Dy—x_)=x,+x,-b ' +. . +x_ -b""
Se continud aceste calcule atat timp cat multiplicdim cu b numere diferite de zero. Este posibil

ca in unele situatii s nu termindm niciodata si din acest motiv, un alt criteriu de
oprire este precizia acceptata a reprezentarii.

Exemplul 2.7
Ne propunem sa aflam reprezentarea binara a numarului zecimal 0,61:
0,61 x2=122 1 (MSB)
022x2=044 0

044x2=088 0
0,88x2=1,76 1
0,76 x2=1,52 1
052x2=1,04 1
0,04 x2=0,08 0...siasamaideparte.

Daca ne oprim aici, obtinem un rezultat aproximativ datorita trunchierii 0,61,, = 0,1001110...,.
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2.2 Operatii cu numere binare

Operatiile aritmetice cu numere reprezentate in baza 2 nu au, din punct de vedere
teoretic, caracteristici cu totul speciale. Folosind regulile de operare pe un singur bit si tinand
seama de capacitatea de reprezentare a operanzilor, se pot face usor operatii cu numere intregi
sl pozitive.

Exemplul 2.8
Un exemplu de adunare zecimala si binara a operanzilor 173, si 42,,:
I, 1
173 + 10101101+
42 00101010
215 11010111

Se aduna cifrele de la dreapta la stanga, incepand cu cele mai putin semnificative si se tine
seama de transportul care apare cand suma cifrelor depaseste baza de numeratie folosita.

Operatia de scadere se poate face asemanator. Pentru un sistem numeric este insa mult
mai convenabil sa se utilizeze o operatie echivalentd, numitd adunarea cu complementul fata
de doi. Este mai usor de efectuat o adunare la care trebuie sd tinem seama de transport
(carry), decat o scadere la care trebuie sa tinem seama de imprumut (borrow) de la una din
cifrele de rang superior.

Complementul unui numar de # cifre scris in baza b, fata de numarul b, se obtine prin
scaderea numarului din ". Dacad notdm numarul cu D, atunci complementul lui fata de b este
C=b"—-D. Operatia de scadere poate fi insd evitatd dacd scriem rezultatul sub forma
C= ((b” - 1)— D)+ 1. Daca definim complementul unei cifre d sub forma ¢ =b—-1-d , atunci

expresia (b” —1)—D se obtine prin complementarea cifrelor lui D. Deci complementul

numarului D se poate obtine prin complementarea separata a cifrelor numarului D si adunarea
cifrei 1, conform relatiei de mai sus.

Exemplul 2.9

Complementul fatd de 10 al numarului 1849 este 10* —1849, adica 8151. Fari a
efectua scaderea, observam cd prin complementarea separatd a cifrelor 1, 8, 4 si 9 se obtin
cifrele 8, 1, 5 si respectiv 0. Rezultatul este 8150 + 1 = 8151.

Complementul fatda de 2 al numarului 119,,se calculeaza in felul urmator:

119,,=01110111,. Prin complementarea fiecarui bit din aceastd reprezentare se obtine
10001000, , iar prin adunarea lui 1 se obtine 10001001, =119 ,.

Prin complementarea fatd de doi se realizeazd, de fapt, schimbarea semnului unui
numar, indiferent de valoarea Iui initiald. In reprezentarea binard a numarului 119,,s-a

introdus pe pozitia cea mai semnificativa un bit suplimentar, numit bit de semn, care este 0
pentru numere pozitive si 1 pentru cele negative.
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Pentru adunarea numerelor reprezentate in complement fatd de doi se reprezinta
operanzii pe un numar fixat de biti, bitul cel mai semnificativ este bitul de semn, iar eventualul
transport obtinut prin adunare se ignora.

Exemplul 2.10
Folosim o reprezentare pe 8 biti, cu bitul cel mai semnificativ ca bit de semn. Numerele
intregi care se pot astfel reprezenta sunt cuprinse in intervalul [-127, +127].

25+ 00011001 + 25+ 00011001 +
42 00101010 -12 11110100
67 01000011 13 1 00001101
25+ 00011001 + - 17+ 11101111 +
- 30 11100010 - 95 10100001
-5 011111011 -112 1 10010000

In toate aceste exemple nu s-a depisit capacitatea de reprezentare de 8 biti.

O dificultate suplimentara apare la detectarea depasirii capacitatii de reprezentare.
Detectarea depasirii (overflow) se face usor daca observam ca ea apare atunci cand operanzii
au acelasi semn si rezultatul are semn contrar.

Exemplul 2.11

Folosim tot o reprezentare pe 8 biti, cu bitul cel mai semnificativ ca bit de semn.
Depasirea apare pentru orice rezultat aflat in afara intervalului [-127, +127].

79 + 01001111 + - 100 + 10011100 +
56 00111000 - 85 10101011
135 10000111 = -121 - 185 101000111 =+71

Operatiile de Tnmultire sau impartire se pot face prin adunari sau scaderi repetate. Daca
se foloseste reprezentarea in complement fatd de doi, trebuie sd avem in vedere un numar
suficient de biti pentru reprezentarea operanzilor. Produsul a doud numere de i biti poate fi
reprezentat printr-un numar de cel mult 27 biti.

Exemplul 2.12

Produsul numerelor 11 si 13 este 11 x 13 = 143. Numerele binare s-au reprezentat fara
semn. Exemplul din dreapta ilustreazd produsul numerelor -5 si -3, reprezentate in
complement fatd de doi. Operanzii sunt reprezentati pe 6 biti, iar produsul lor, fard semn, este
format din cei 6 biti mai putin semnificativi ai rezultatului Tnmultirii:

1011 x 111011 x
1101 111101
1011 111011
0000 111011
o1
1011 111011

10001111 =143 111000001111, =15
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Prin mpartirea lui 29 la 5 se obtine catul 5 si restul 4:

11101 [ 101
101 101

01001
101

100

Se observid cd inmultirea unui intreg pozitiv cu 2’ se face prin deplasarea intregii
configuratii binare cu i pozitii spre stanga si introducand bitul 0 pe cele i pozitii mai putin
semnificative rimase. Pentru impartirea cu 2’ se face deplasarea spre dreapta cu i pozitii.

2.3 Alte reprezentari binare

In afard de reprezentarea in complement fati de doi, numerele intregi se mai pot
reprezenta prin marime si semn. Pe pozitia cea mai semnificativa a reprezentdrii se adauga
bitul de semn, care prin conventie este 0 pentru numerele pozitive si 1 pentru cele negative, iar
bitii urmatori sunt cei rezultati din conversia numarului fard semn din zecimal in binar.

Exemplul 2.13

Reprezentarea numerelor 153 si -153 prin marime si semn este urmatoarea:

+153=010011001 -153=110011001

La fel ca in reprezentarea prin complement fata de doi, semnul numarului este dat de valoarea
celui mai semnificativ bit. Totusi aceastd reprezentare este mai comoda pentru noi, deoarece
numarul si semnul sunt reprezentate prin doua campuri separate.

Exista unele aplicatii in care se preferd afisarea rezultatelor unor operatii binare prin
cifre zecimale, mai usor de interpretat pentru operatorul uman (calculatoare de buzunar). Cele
10 cifre zecimale de la 0 la 9 se inlocuiesc prin numerele binare corespondente, de la 0000 la
1001, rezultate prin conversia lor in binar fara semn. Celelalte 6 combinatii binare care pot fi
generate cu 4 biti, de la 1010 la 1111, nu sunt folosite. Aceastd codificare este cunoscutad sub
numele de cod BCD (Binary-Coded Decimal), sau cod zecimal codificat binar. Se poate
observa cd numarul de biti in reprezentarea BCD este mai mare decat cel folosit in
reprezentarea binara.

Exemplul 2.14
Reprezentarea in cod BCD a numarului 153 se face pe 12 biti:

0001 0101 0011

Reprezentarea binar-zecimald cu exces trei este o forma particulara de reprezentare
BCD, in care fiecare digit este reprezentat prin forma binara a valorii sale sumate cu 3.
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Exemplul 2.15
Forma binar-zecimala cu exces trei a numarului 153 este urmatoarea:

0100 1000 0110

Reprezentarea cu exces trei permite calcularea simpla a complementului fata de 9,
foarte util in realizarea operatiilor aritmetice. Complementul fatd de 9 al unui numar in exces
trei se obtine prin complementarea bit cu bit (complementul fata de unu).

Exemplul 2.16

Complementul fatd de 9 al unui numar zecimal este complementul fata de 10 din care se
scade o unitate. Complementul numarului 153 in exces trei este:

1011 0111 1001,

care reprezintd, Intr-adevar, numarul 846.

Reprezentarea 1 prin m presupune reprezentarea a m numere, fiecare numar avand un
cod binar pe m biti. Un singur bit are valoarea 1, toti ceilalti m -  biti fiind 0. Diferenta dintre
numere este datd de pozitia bitului de valoare 1 in secventa celor m biti.

Exemplul 2.17

Patru stari ale unui sistem numeric pot fi codificate folosind codul 1 prin 4.
Reprezentarea binara a starilor este: 1000, 0100, 0010 si 0001.

Aceastd codificare binard a starilor poate fi deosebit de utild pentru sinteza unor
structuri numerice iterative (adica structuri care se repetd de mai multe ori Intr-un sistem).

Trecerea de la un numar binar la altul imediat urmator se poate face prin modificarea
unui numdr mai mare sau mai mic de biti. Astfel, de la 2 la 3 comuta un singur bit (0010 —
0011), dar de la 7 la 8 comutd patru biti (0111 — 1000). Exista situatii in care este utila o
reprezentare binard in care tranzitia intre numere succesive sa fie facuta cu un numar minim de
comutdri de biti. Reprezentarea numerelor binare in cod Gray aloca numerelor succesive
coduri care difera printr-un singur bit. Se spune ca intr-o secventd de numarare Gray codurile
sunt adiacente.

Exemplul 2.18

Conversia din cod binar in cod Gray, intr-o reprezentare pe 3 biti, este datd de
corespondentele urmatoare:

000 — 000 100 — 110
001 — 001 101 — 111
010 — 011 110 = 101

011 — 010 111 — 100
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Regula de generare a codului Gray este foarte simpla: bitul de rang i din reprezentarea
in cod Gray este 0 daca bitii de rang i s1 i+1 din reprezentarea binard corespondentd sunt egali;
in caz contrar, bitul respectiv are valoarea logica 1. Bitul de la stAnga celui mai semnificativ bit
din reprezentarea binara este considerat 0.

Reprezentarea in virguli mobilad se face pentru aproximarea numerelor reale. O
reprezentare cu mare precizie a unui numar real presupune utilizarea unui numar foarte mare
de cifre binare. Pentru a evita acest lucru, numerele se scriu sub forma:

N=10,Mx2",

unde M si E sunt configuratii binare. Marimea subunitard 0, se numeste mantisa
numarului, iar £ este un intreg care reprezintd expomentul acestuia. Pentru semnul
numarului se foloseste un bit separat.

Exemplul 2.19
Pentru M = 11001 si £ = 100 numarul reprezentat este 12,5. Observam ca:

0,11001x2'° =1100,1

Refaceti calculul zecimal pentru operatia 0,78125 x 2° si obtineti acelasi rezultat. Se observa si
aici ca inmultirea numarului de 4 ori cu 2 s-a facut prin deplasarea virgulei spre dreapta cu 4
pozitii.

Aceasta reprezentare poate fi folositd in egala masurd pentru numere foarte mari si
pentru numere foarte mici, datoritd exponentului E. Ea asigura o precizie relativa data de
numarul de biti cu care este reprezentata mantisa M.

Reprezentarea in virguld mobild a fost standardizata (IEEE Standard 754).
Standardul precizeaza dimensiunea mantisei, a exponentului, modul de codificare si pozitia
relativa 1n reprezentare. Formatul simplu al standardului prevede o codificare pe 32 biti:
primul bit de pe pozitia cea mai semnificativa este bitul de semn, urmatorii 8 biti reprezinta
exponentul in exces 127, iar ceilalti 23 biti ramasi reprezintd cei 23 biti mai putin
semnificativi ai mantisei. Bitul cel mai semnificativ al mantisei este intotdeauna 1 si din
acest motiv el lipseste din formatul reprezentarii.

Exemplul 2.20
Cuvantul de 32 biti de mai jos reprezinta conform standardului IEEE 754 un numar in
virgula mobila:

010001100 00110010000000000000000

Numarul este pozitiv, exponentul este 140 - 127 = 13, iar mantisa se scrie pe 24 biti:
100110010000000000000000. Prin mutarea virgulei cu 13 pozitii spre dreapta se obtine
1001100100000, adica reprezentarea binara a numarului 4896.

Standardul prevede si un format dublu care foloseste o reprezentare pe 64 biti.
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Probleme

Realizati conversia in baza 10 a urmatoarelor numere: 1101011, ; 1740035 ; 12015 ;
63,528 ) AB3D]6 . C79,FE16 .

Realizati conversia in baza 8 a urmatoarelor numere zecimale: 16 ; 365 ; 3489 ;97,12.

Realizati conversia in baza 16 a urmatoarelor numere zecimale: 61453 ; 23851 ; 5719;
23,25; 574,32 .

Realizati conversia In baza 2 a numerelor zecimale 2,71 si 3,14. Se foloseste o
reprezentare pe 8 biti. Estimati care este eroarea de reprezentare si ardtati dacd este
acceptabild pentru numarul de biti ai reprezentarii.

Realizati conversia numarului zecimal 100 in toate bazele de la 2 la 16.

Fiecare din urmatoarele operatii aritmetice este corectd in cel putin un sistem de
numeratie. Stabiliti bazele posibile pentru fiecare din aceste operatii:

a) 1234 + 5432 = 6666 b) 41/3=13
¢) 33/3=11 d) 23 +44 + 14 +32=223
e) 302/20 = 12,1 NN4a1=5

([Wakerly, 1990])

Prima expeditie pe Marte a descoperit numai ruinele unei civilizatii. Prin studiul
obiectelor gasite, exploratorii au ajuns la concluzia ca fiintele respective aveau patru
picioare si un tentacul care se ramifica la capat cu un numar de “degete”. Dupa studii
indelungate, exploratorii au reusit sa traducd matematica martiand. Ei au descoperit
urmatoarea ecuatie:

5x2=50x+125=0

cu solutiile date x = 5 si x = 8. Valoarea x = 5 pare a fi destul de legitima, in timp ce
solutia x = 8 necesitd explicatii suplimentare. Reflectand la modul in care s-a dezvoltat
sistemul de numeratie pe Pdmant, exploratorii au ajuns la concluzia ca sistemul martian
a avut o istorie similard. Cate degete credeti ca aveau martienii?

([Wakerly, 1990])

Realizati urmatoarele operatii aritmetice, folosind reprezentarea numerelor in
complement fatd de doi:

a)17+5 b) -14-12
) 12-6 d) 39 x 18
e) -17x52 £ 39+(-6)

Sa presupunem cd un numdr binar B de 4n biti este reprezentat de un numar
hexazecimal H de n cifre. Demonstrati ca complementul fatd de 2 al numarului B este
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2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

reprezentat de complementul fatd de 16 al numarului H. Formulati si demonstrati o
propozitie similara si pentru reprezentarea octala.
([Wakerly, 1990])

Se da un intreg x in domeniul —2""' < x < 2" —1. Se defineste numarul pozitiv [x],
ca fiind reprezentarea in complement fatd de doi a lui x: [x]z x daca x=0 si
[x]z 2" — ‘x‘ daca x <0, unde ‘x‘ este valoarea absoluta a Iui x. Fie y un alt intreg in

acelagi domeniu ca si x. S& se demonstreze ca regulile stabilite de adunare in
complement fatd de doi sunt corecte prin demonstrarea faptului cad urmatoarea relatie
este Intotdeauna corecta:

[x+ y] = ([x]+ [y])mod ulo 2"
([Wakerly, 1990])

Aratati cum se face adunarea numerelor reprezentate in cod BCD, formuland regulile de
generare a transportului si de aplicare a factorului de corectie. Exemplificati pentru
numere BCD formate din o singura ciftra si din 2 cifre.

Aratati cum se face scaderea numerelor reprezentate in cod BCD, formuland regulile de
generare a imprumutului si de aplicare a factorului de corectie. Exemplificati pentru
numere BCD formate din o singura cifra.

Construiti cate o secventd de numarare in cod Gray pentru numere binare reprezentate
pe 4 biti si respectiv pe 5 biti. Explicati care sunt avantajele utilizérii codului Gray in
aplicatii.

Daci 4=0,101 - 2" si B=0,11- 27", si se calculeze expresiile A+B, A—B, si
A- B . Reprezentarea acestor expresii se face in virguld mobila.
([Friedman, 1986])

Reprezentati in virguld mobila numerele 123,321 si 345,543, pe care apoi le veti inmulti
si imparti folosind reprezentarile obtinute.
([Stefan, 20007)

Un cod BCD ponderat reprezinta fiecare cifra zecimala N printr-o secventa de 4 cifre
binare b;b,b,b, cu ponderile w;, w,, w,, w, astfel incat:

N=w;-by;+w, b, +w, b +w, b,

a) Definiti un cod BCD cu ponderile 4,3,2,1 (codul definit de noi mai inainte este cel
standard, avand ponderile 8,4,2,1), astfel incat codul fiecarei cifre zecimale N,
0< N <9, sa fie complementul codului pentru cifra 9— N .

b) Cate seturi de ponderi cu aceasta proprietate exista, stiind ca nici una dintre ponderi
nu poate fi negativa.
([Friedman, 1986])



